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Molekularne invariante, porojene iz ekscentri£nosti vozli²£
Povzetek
Molekularne invariante (v£asih imenovane tudi topolo²ki indeksi) so lastnosti gra-
fov, ki jih uporabljamo za napovedovanje kemijskih ter biolo²kih lastnosti molekul
na podlagi strukturnih lastnosti njim prirejenih grafov. Nekatere med njimi so se
izkazale za u£inkovito sredstvo v matemati£ni kemiji. V delu bomo predstavili ne-
kaj najbolj znanih invariant, podrobneje pa bomo predstavili indeks ekscentri£nost-
stopnja, ki je ena izmed novej²ih invariant, ki so se izkazale za najbolj u£inkovite.
Podali bomo eksplicitne formule za izra£un indeksa ekscentri£nost-stopnja za ben-
zenoidne grafe. Vpeljali bomo pojem kartezi£nega produkta grafov, ki je naravna
struktura mnogih druºin kemijskih molekul. Na² kon£ni cilj pa bo izpeljava ekspli-
citne formule za izra£un indeksa ekscentri£nost-stopnja v kartezi£nem produktu.
Eccentricity based molecular descriptors
Abstract
Molecular invariants (also known as topological indices) has proven themselves as
good predictors of chemical and biological activities. We can apply exact formu-
las on hydrogen stripped chemical graphs and try to predict chemical activity of
molecules based on their structure. In this diploma thesis we will deﬁne several
molecular invariants with emphasis on eccentric connectivity index which is one of
novel molecular invariants. We will compute exact formulas for diﬀerent families of
benzenoid graphs. We will then deﬁne Cartesian product of graphs, which is a na-
tural structure in several chemical molecules. Our ﬁnal goal is to obtain an explicit
formula for eccentric connectivity index in Cartesian products.
Math. Subj. Class. (2010): 05C12, 92E10
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1. Uvod
Intuitivno si graf lahko predstavljamo kot mnoºico vozli²£, v kateri so nekatere
izmed njih povezane med seboj. S povezavo med vozli²£ema povemo, da sta vozli²£i
v relaciji. Kemijske molekule nam predstavljajo naraven model matemati£ne struk-
ture, imenovane graf. Ideja uporabe teorije grafov v kemiji sega v prej²nje stoletje,
kar pomeni, da je to precej mlado podro£je, vendar pa je z uporabo ra£unalnikov v
zadnjih desetletjih doºivelo razcvet.
Vsaki molekuli lahko priredimo graf na naslednji na£in:
• vodikove atome ter vodikove vezi odstranimo,
• ostalim atomom priredimo vozli²£a graf,
• kemijskim vezem priredimo povezave grafa.
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Slika 1. Primer pretvorbe molekule v graf.
Dodatno v skicah izpu²£amo risanje vozli²£, saj je iz preloma med povezavami
razvidno, kje se vozli²£a nahajajo.
Molekularne invariante so postale priljubljeno podro£je raziskovanja, saj nam
omogo£ajo, da na razmeroma enostaven na£in predvidimo aktivnost molekul. V
resnici dolo£ene molekule ne potrebujemo v ﬁzi£ni obliki, dovolj je ºe njena skica
oziroma celo seznam atomov (vozli²£) ter kemijskih vezi (povezav). Matemati£ni
pristop se je izkazal za uspe²nega predvsem pri snoveh, ki so drage za izdelavo (fule-
reni), nevarne za zdravje in okolje (strupi) ali pa za snovi, katerih izdelava preprosto
traja preve£ £asa.
Molekularne invariante lahko delimo v ²tiri generacije. Prva generacija so bila to
ve£inoma cela ²tevila, ki so jih dobili z opazovanjem ter zapisovali v posebne baze
indeksov. Druga generacija so realna ²tevila, pri katerih so ºe upo²tevali naprednej²e
metode ter z njimi opisali strukturne lastnosti molekul. Tretja generacija so realna
²tevila, ki so dobljena iz razli£nih grafovskih invariant vozli²£ grafov. Invariante, ki
imajo diskriminatorno ²tevilo ve£je od 100 za grafe na petih ali ve£ vozli²£ih, pa
uvr²£amo v £etrto generacijo ([8, str. 120]).
V prvem poglavju bomo ponovili nekaj deﬁnicij iz teorije grafov ter vpeljali oznake,
ki jih bomo uporabljali.
V drugem poglavju bomo deﬁnirali nekaj invariant, katerih glavna komponenta je
ekscentri£nost vozli²£. Na²teli bomo le nekaj najpomembnej²ih oziroma najpogosteje
uporabljenih, saj je seznam vseh predolg za na²e potrebe.
V tretjem poglavju bomo spoznali pojem benzenoidnega grafa ter za nekatere
izmed druºin benzenoidnih grafov podali eksplicitne formule za izra£un indeksa
ekscentri£nost-stopnja (ξc).
V drugem delu bomo vpeljali pojem kartezi£nega produkta grafov. Kartezi£ni
produkt predstavlja naravno strukturo nekaterih pomembnih molekul.
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Deﬁnirali bomo kanoni£no metri£no vloºitev grafa v produkt grafov. To je vloºitev
grafa s posebno lepimi lastnostmi. Na² glavni cilj je dokazati izrek, ki nam pove,
da je kanoni£na metri£na vloºitev med vsemi vloºitvami enoli£na ter ima nekatere
posebne lastnosti.
Pokazali bomo, da je graf graﬁta kartezi£ni produkt benzenoidnega grafa Qm,n
in poti Pk. Podali bomo tudi eksplicitne formule za izra£un indeksa ekscentri£nost-
stopnja za razli£ne produkte grafov.
Diplomsko delo bomo zaklju£ili s pregledom uporabe molekularnih invariant v
kemiji ter spoznali, za katere druºine ter katere kemijske in biolo²ke lastnosti je
metoda primerna (ujemanje med napovedanimi ter realnimi lastnostmi je nad 65%),
za katere ni primerna (ujemanje je pod 35%) ter kdaj je ujemanje v prehodnem
obmo£ju (35%65%) [8, str. 120127].
1.1. Osnovni pojmi. V nadaljevanju privzamemo, da bralec ºe poseduje znanje
diskretne matematike na dodiplomskem nivoju ²tudija. Natan£neje, da ºe pozna vse
deﬁnicije, izreke ter ideje, ki so se obravnavale pri predmetu Diskretna matematika
1, ki se predava v 2. letniku ²tudija matematike na Fakulteti za matematiko in
ﬁziko. V kolikor bralec ºeli ponoviti snov, lahko v roke vzame skripto [9], po kateri
se ta predmet predava.
Ponovimo le nekaj najpomembnej²ih deﬁnicij.
Deﬁnicija 1.1. Naj bo V (G) poljubna neprazna mnoºica ter E(G) poljubna druºina
dvoelementnih podmnoºic mnoºice V (G). Paru G = (V (G), E(G)) pravimo graf na
mnoºici vozli²£ V (G).
Dogovorimo se, da bomo, £e je razvidno iz konteksta, pisali graf kot G = (V,E).
Deﬁnicija 1.2. Grafa G in H sta izomorfna, £e obstaja taka bijektivna preslikava
ϕ : V (G)→ V (H), za katero je uv ∈ E(G) natanko tedaj, ko je ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H).
Preslikavi ϕ pravimo izomorﬁzem grafov G in H.
Deﬁnicija 1.3. Grafovska invarianta (na kratko invarianta) je lastnost, ki jo imajo
poleg grafa G tudi vsi graﬁ, ki so izomorfni G.
Ponavadi ºelimo grafe narisati. Formalno sliko (risbo) grafa v ravnini opi²emo
takole:
Deﬁnicija 1.4. Vloºitev grafa G v metri£ni prostor
∑
je injektivna preslikava
ϕ : V (G) → ∑, ki vsakemu vozli²£u grafa priredi to£ko prostora ∑ in druºino
zveznih preslikav ϕe : [0, 1] →
∑
, tako, da velja ϕe(0) je slika enega ϕe(1) pa slika
drugega kraji²£a povezave e, ϕe|(0,1) je injektivna in njena slika ne vsebuje nobene
to£ke, ki bi bila slika kak²nega drugega vozli²£a ali povezave grafa.
e graf premore kako vloºitev v ravnino, ga imenujemo ravninski graf.
2. Invariante, porojene iz ekscentri£nosti vozli²£
Molekularne invariante grafa so numeri£ne vrednosti, ki jih za posamezen graf,
dobljen iz kemijske molekule, izra£unamo preko dolo£enih formul. Natan£neje deﬁ-
niramo molekularni indikator kot preslikavo iz grafa G v kon£no mnoºico numeri£nih
vrednosti:
τ : G→ {n1, . . . , nk},
kjer so ²tevila n1, . . . , nk invariante grafa G. e deﬁnicijo posplo²imo, lahko za
molekularne invariante dobimo tudi polinome, Boolove vrednosti ali zaporedja ²tevil.
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Dodatno ºelimo, da imajo molekularne invariante, ki jih raziskujemo povezavo s
kemijskimi lastnostmi molekule.
Molekularne invariante so pomembno orodje pri dolo£anju aktivnosti in strukture
kemijskih molekul, saj nam omogo£ajo ²ir²i vpogled v strukturo. V [8, str. 92
105] lahko najdemo deﬁniranih 34 invariant, ki so porojene iz ekscentri£nosti vozli²£
ter se uporabljajo za dolo£anje razli£nih lastnosti kemijskih molekul, za nas pa bo
dovolj, £e deﬁniramo ter opi²emo le nekaj najbolj znanih.
Deﬁnicija 2.1. Ekscentri£nost vozli²£a v grafa G deﬁniramo kot razdaljo med vo-
zli²£ema v in u, kjer je u vozli²£e, ki je najbolj oddaljeno od vozli²£a v
(1) ecc(v) = max
u∈V (G)
{dG(v, u)}.
Polmer grafa G je
r(G) = min
v∈V (G)
{ecc(v)}.
Premer grafa G je
R(G) = max
v∈V (G)
{ecc(v)}.
Deﬁnicija 2.2. Ekscentri£nost grafa G je vsota ekscentri£nosti vseh vozli²£:
(2) ζ(G) =
∑
v∈V (G)
ecc(v).
Deﬁnicija 2.3. Indeks ekscentri£nost-stopnja je deﬁniran na naslednji na£in:
(3) ξc(G) =
∑
v∈V (G)
ecc(v) deg(v).
Zaradi bolj²ega pregleda nad problemom ra£unanja invariant grafa deﬁniramo
naslednje matrike. Vse tri matrike so kvadratne ter imajo diagonalne elemente
enake 0.
Matrika razdalj D(G):
(4)
v1 v2 · · · vn⎛⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⎠
v1 0 dG(v1, v2) · · · dG(v1, vn)
v2 dG(v2, v1) 0 · · · dG(v2, vn)
...
...
... . . .
...
vn dG(vn, v1) dG(vn, v2) · · · 0
Matrika sosednosti A(G):
(5)
v1 v2 · · · vn⎛⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⎠
v1 0 δ(v1, v2) · · · δ(v1, vn)
v2 δ(v2, v1) 0 · · · δ(v2, vn)
...
...
... . . .
...
vn δ(vn, v1) δ(vn, v2) · · · 0
Matrika vsot stopenj σ(G):
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(6)
v1 v2 · · · vn⎛⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⎠
v1 0 SG(v2)δ(v1, v2) · · · SG(vn)δ(v1, vn)
v2 SG(v1)δ(v2, v1) 0 · · · SG(vn)δ(v2, vn)
...
...
... . . .
...
vn SG(v1)δ(vn, v1) SG(v2)δ(vn, v2) · · · 0
kjer je:
δG(vi, vj) =
{
1; £e sta vi in vj sosednji,
0; sicer.
in
SG(v) =
∑
u: δG(v,u)=1
degG(u).
Opazimo, da nam matrike (4), (5) in (6) olaj²ajo ra£unanje invariant deﬁniranih
v tem poglavju. Naj v zgornjih matrikah indeks i te£e po vrsticah, indeks j pa po
stolpcih. Za vsoto razdalj vozli²£ do izbranega vozli²£a uporabljamo oznako
dG(vi) =
n∑
j=1
dG(vi, vj).
Ekscentri£nost vozli²£a izra£unamo iz matrike (4)
ecc(vi) = max
j∈{1,...,n}
{dG(vi, vj)}.
Stopnjo vozli²£a izra£unamo iz matrike (5)
degG(vi) =
n∑
j=1
δG(vi, vj).
Vsoto razdalj vseh vozli²£ od izbranega vozli²£a izra£unamo iz matrike (4)
SG(vi) =
n∑
j=1
dG(vi, vj).
Vsoto stopenj vseh vozli²£, ki so sosednja izbranemu vozli²£u izra£unamo iz ma-
trike (6)
σG(vi) =
n∑
j=1
δG(vi, vj) degG(vj).
Iz zgornjih podatkov lahko deﬁniramo ²e nekaj manj znanih invariant:
• Cξ(G) =
∑
v∈V (G)
degG(v)
eccG(v)
,
• ξA(G) =
∑
v∈V (G)
σG(v)
eccG(v)
,
• ξDS(G) =
∑
v∈V (G)
eccG(v)SG(v).
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3. Benzenoidni grafi
3.1. Uvodni pojmi. Benzen je kemijska molekula, ki jo sestavljaja 6 ogljikovih
atomov razvr²£enih v obro£ ter 6 vodikovih atomov pritrjenih na ta obro£. Zaradi
laºjega risanja si tudi v kemiji ponavadi pomagamo s poenostavljeno skico.
HC
CH
CH
CH
CH
CH
Slika 2. Molekula benzena (C6H6) in njej prirejen graf.
Benzenoidi so kemijske spojine, v katerih se benzenovi obro£i zdruºijo med seboj
ter tako tvorijo nove kemijske spojine. Za na²o uporabo pa je bolj primerna nekoliko
formalnej²a deﬁnicija.
Deﬁnicija 3.1. Naj bo L sklenjen lok, ki poteka po ²estkotni mreºi v ravnini.
Benzenoidni graf deﬁniramo kot vse to£ke iz mreºe, ki leºijo na loku L ter v njegovi
notranjosti tako, da za vozli²£a benzenoidnega grafa vzamemo ogli²£a, za povezave
pa stranice ²estkotnikov.
Vidimo, da benzenoidni graﬁ tvorijo pokritje ravnine.
Trikotni benzenoidi Tn. Deﬁnirajmo Tn kot trikotni benzenoid, ki ima stranico se-
stavljeno iz n ²estkotnikov.
Slika 3. Trikotni benzenoid T4.
Skupno ²tevilo vseh ²estkotnikov v grafu Tn je torej n+(n−1)+· · ·+2+1 = n(n+1)2 ,
kar ustreza n-temu trikotni²kemu ²tevilu.
Trditev 3.2. e je n ≥ 1, potem velja
|V (Tn)| = (n+ 2)2 − 3, |E(Tn)| = 3n(n+ 3)
2
.
Dokaz. Formuli dokaºemo s pomo£jo indukcije. Dokaºimo prvo formulo, dokaz druge
pa sledi iz podobnega razmisleka.
Za n = 1 imamo |V (T1)| = (1 + 2)2 − 3 = 6. Na²a indukcijska predpostavka je:
formula velja za vsak i manj²i ali enak n za i kjer je n ∈ N. Poglejmo sedaj formulo
za n + 1. Iz formule sledi |V (Tn+1)| = ((n + 1) + 2)2 − 3 = n2 + 6n + 6. Vzemimo
sedaj benzenoidni graf Tn ter pre²tejmo, za koliko se pove£a ²tevilo vozli²£, £e mu
dodamo ²e eno vrstico (dobimo benzenoidni graf Tn+1).
|V (Tn+1)| = |V (Tn)|+2((n+1)+1)+1 = (n+2)2− 3+2n+4+1 = n2+6n+6.
Formula torej velja za vsak n ∈ N. 
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Med zunanjimi vozli²£i so tri taka, za katera velja, da imata tudi sosednji vozli²£i
stopnjo 2. Ta vozli²£a imenujemo izpostavljena. e Tn vloºimo v ravnino tako,
da so nekatere izmed povezav navpi£ne, je eno izmed izpostavljenih vozli²£ vedno
na vrhu, ostali dve pa sta skrajno levo ter skrajno desno vozli²£e v spodnji vrsti
benzenoidnega grafa Tn.
Trditev 3.3. Naj bo u izpostavljeno vozli²£e benzenoidnega grafa Tn. Potem velja
R(u) = 2n + 1 in ta vrednost je doseºena v kateremkoli izmed vozli²£ stopnje 2, ki
leºijo v nasprotni stranici grafa Tn.
Dokaz. Trditev je dovolj dokazati za skrajno zgornje vozli²£e, saj lahko z rotacijami
graf prevedemo na ta primer.
Naj bo sedaj u skrajno zgornje vozli²£e. Vsako notranje vozli²£e leºi na poti od u
do vozli²£a na nasprotni stranici trikotnika, zato razdalje ve£je od 2n+1 niso moºne.
Sledi, da je premer grafa Tn enak 2n+ 1. 
Iz zgornje trditve sledi posledica.
Posledica 3.4. Vsako neizpostavljeno vozli²£e stopnje 2 ima ekscentri£nost 2n+1,
ki je doseºena v nasprotnem izpostavljenem vozli²£u.
Slika 4. Tn v odvisnosti od n (mod 3).
Razdelimo sedaj Tn na tri dele, s simetralami Tn, ki potekajo skozi izpostavljena
vozli²£a grafa. Njihova prese£i²£a ozna£imo z v. Simetrale razdelijo Tn na tri dele, ki
jih imenujemo sektorji. Vsako izmed vozli²£ grafa tedaj pripada natanko eni mnoºici:
vozli²£a, ki leºijo v notranjosti sektorja, vozli²£a, ki leºijo na meji dveh sektorjev ter
v posebnem primeru ²e vozli²£e, ki leºi na meji vseh treh sektorjev.
Obstoj vozli²£a, ki leºi na meji vseh treh sektorjev je odvisen od ostanka, ko n
delimo s 3 (n (mod 3)). Vse tri moºne primere prikazuje slika 4, vozli²£e c pa leºi
na meji vseh treh sektorjev, £e velja n = 0 (mod 3) ali n = 2 (mod 3).
Ker je graf o£itno simetri£en je dovolj opazovati enega izmed sektorjev, na primer
tistega, ki ne vsebuje najvi²jega izpostavljenega vozli²£a. Ta sektor imenujemo bazni
sektor. Predpostavimo ²e, da v primeru, ko nekatera vozli²£a leºijo na meji med
dvema sektorjema, tista ki leºijo na levi meji vklju£imo v na² bazni sektor, tista, ki
leºijo na desni meji pa ne. V primeru, ko vozli²£e c sovpada z enim izmed vozli²£,
tega vozli²£a ne vklju£imo v na² bazni sektor.
Opomba 3.5. V izra£unih bomo ve£krat uporabili formuli
n∑
k=1
k =
n(n+ 1)
2
,
n∑
k=1
k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)
6
.
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Slika 5. Bazni sektor ter izpostavljena vozli²£a.
Izrek 3.6. Za trikotne benzenoide Tn in n ≥ 1 velja:
ξc(Tn) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
6
(32n3 + 111n2 + 33n+ 36); n ≡ 0 (mod 3),
1
6
(32n3 + 111n2 + 33n+ 40); n ≡ 1 (mod 3),
1
6
(32n3 + 111n2 + 33n+ 44); n ≡ 2 (mod 3).
Dokaz. (i) n ≡ 0 (mod 3). Problema se bomo lotili tako, da bomo sistemati£no
razdelili vozli²£a v skupine ter nato za te skupine izra£unali indekse ekscentri£nost-
stopnja ter njihov doprinos k indeksu ekscentri£nost-stopnja grafa Tn. Najprej graf
Tn vloºimo v ravnino, tako, da so dolo£ene povezave navpi£ne. Sedaj razdelimo
graf na tri razli£ne sektorje ter indeks ekscentri£nost-stopnja izra£unamo le za bazni
sektor, saj bomo ostala dva izra£unali na enak na£in.
O£itno velja, da imajo vsa vozli²£a z enakimi ordinatami enako ekscentri£nost.
Sedaj nari²emo vodoravne £rte, ki gredo skozi vozli²£a grafa in za vsako dolo£imo
njeno vrednost glede na to kak²no ekscentri£nost imajo vozli²£a na tej vi²ini. Po-
glejmo najprej vozli²£a stopnje 2 v bazni vrstici. Teh vozli²£ je n + 1. Po trditvi
3.3 je ekscentri£nost vsakega izmed njih 2n + 1. Torej je njihov skupni prispevek
k indeksu ekscentri£nost-stopnja enak 2(n + 1)(2n + 1). Nadaljujmo z zunanjimi
vozli²£i stopnje 3 v bazni vrstici. Teh vozli²£ je n − 1, vsako izmed njih pa ima
ekscentri£nost 2n. Njihov skupni prispevek k indeksu ekscentri£nost-stopnja je torej
3(2n)(n− 1). Ozna£imo prispevek notranjih vozli²£ s ξ˜c(Tn). Dobimo vsoto:
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ξ˜c(Tn) = 3
n
3
−1∑
k=0
(3k)
(
4n
3
+ 2k
)
+ 3
n
3
−1∑
k=0
(3k + 1)
(
4n
3
+ 2k + 1
)
= 3
n
3
−1∑
k=0
(
4nk + 6k2 + 4nk + 6k2 + 2k +
4n
3
+ 3k + 1
)
=
n
3
−1∑
k=0
(
4n+ 24nk + 36k2 + 15k + 3
)
= 4n+ 3 + 24n
n
3∑
l=1
l + 36
n
3∑
l=1
l2 + 15
n
3∑
l=1
l
= 4n+ 3 + (24n+ 15)
n
6
(n
3
+ 1
)
+ 36
n
18
(n
3
+ 1
)(2n
3
+ 2
)
=
n
18
(
32n2 − 69n+ 9) .
Opomba 3.7. V vsoti nismo ²teli vozli²£a v sredini, saj bi se njegov prispevek k
indeksu ekscentri£nost-stopnja tako pojavil trikrat, ko bi upo²tevali simetrijo grafa
Tn.
Sedaj lahko zaradi simetrije grafa enak razmislek ponovimo za levi in desni sektor
grafa ter tako skupaj s sredi²£em dobimo formulo:
ξc(Tn) =
n
6
(
32n2 − 69n+ 9)+ 9 (2n) (n− 1) + 6 (n+ 1) (2n+ 1) + 4n
=
1
6
(
32n3 + 111n2 + 33n+ 36
)
.
(ii) n ≡ 1 (mod 3). V tem primeru postopamo podobno. Zopet najprej pre²te-
jemo vozli²£a stopnje 2 v bazni vrstici. Takih vozli²£ je n+1 (²e vedno velja dogovor,
da vozli²£a, ki so na levi stranici baznega sektorja vklju£imo, tistih, ki leºijo na desni
stranici pa ne). Vsako izmed njih ima ekscentri£nost 2n+1 zato je njihov prispevek
k indeksu ekscentri£nost-stopnja enak 2(n+1)(2n+1). Poglejmo sedaj vozli²£a sto-
pnje 3 v bazni vrstici. Takih vozli²£ je n− 1 vsako izmed njih pa ima ekscentri£nost
2n. Skupaj torej prispevajo 3(2n)(n− 1) k indeksu ekscentri£nost-stopnja. Vozli²£a
v notranjosti baznega sektorja pre²tejemo na enak na£in kot v primeru (i). Vsako
izmed njih ima ekscentri£nost 3, seveda pa tudi tukaj velja, da imajo vsa vozli²£a
z enakimi ordinatami enako ekscentri£nost. e za k = 1 vzamemo vozli²£e takoj
pod prese£i²£em simetral, lahko poljubno ekscentri£nost vozli²£a zapi²emo kot 4n−1
3
.
Ozna£imo s ξ˜c(Tn) prispevek notranjih vozli²£:
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ξ˜c(Tn) = 3
n−1
3∑
k=1
(3k − 2)
(
4n− 1
3
+ 2k − 1
)
+ 3
n−1
3∑
k=1
(3k − 1)
(
4n− 1
3
+ 2k
)
=
n−1
3∑
k=1
(12nk − 12k + 18k2 − 8n+ 8− 12k)
+
n−1
3∑
k=1
(12nk − 3k + 18k2 − 4n+ 1− 6k)
=
n−1
3∑
k=1
(24nk + 36k2 − 33k − 12n+ 9)
= −12n+ 9 + (24n− 33)1
2
n− 1
3
(
n− 1
3
− 1
)
+ 36
1
6
n− 1
3
(
n− 1
3
− 1
)(
2n− 2
3
− 1
)
= −12n+ 9 + 1
18
(24n− 33)(n2 + n− 2) + 1
18
(8n3 + 12n2 − 12n− 8)
=
1
18
(
32n3 − 69n2 + 33n+ 4) .
Dodamo ²e prispevek vozli²£ na zunanjem robu, rezultat pomnoºimo s 3 ter do-
bimo:
ξc(Tn) =
1
6
(32n3 + 111n2 + 33n+ 40).
(iii) n ≡ 2 (mod 3). Poglejmo sedaj ²e zadnji primer. Zopet postopamo, kot
v prej²njih primerih. Prispevek zunanjih vozli²£ v baznem sektorju je zopet enak
10n2 + 2. Ozna£imo prispevek notranjih vozli²£ s ξ˜c(Tn):
ξ˜c(Tn) = 3
n−2
3∑
k=1
(3k − 1)
(
4n+ 1
3
+ 2k − 1
)
+ 3
n−2
3∑
k=1
3k
(
4n+ 1
3
+ 2k
)
=
n−2
3∑
k=1
(3k − 1)(4n+ 6k − 2) +
n−2
3∑
k=1
3k(4n+ 6k + 1)
=
n−2
3∑
k=1
(24nk + 36k2 − 9k − 4n+ 2)
= −4n+ 2 + (24n− 9) 1
2
n− 2
3
(
n− 2
3
+ 1
)
+ 36
1
6
n− 2
3
(
n− 2
3
+ 1
)(
2n− 4
3
+ 1
)
= −4n+ 2 + 1
18
(24n− 9) (n2 − n− 2)+ 2
9
(
2n3 − 3n2 − 3n+ 2)
=
1
18
(
32n3 − 69n2 + 9n+ 2) .
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Sedaj dodamo ²e prispevek zunanjih vozli²£ v spodnji vrstici, pomnoºimo s 3 ter
dodamo prispevek vozli²£a v sredini.
ξc(Tn) =
1
6
(32n3 + 111n2 + 9n+ 38) + (4n+ 1)
=
1
6
(32n3 + 111n2 + 33n+ 44). 
Iz podobnega razmisleka sledi naslednja posledica.
Posledica 3.8. Za trikotne benzenoide Tn in n ≥ 1 velja
ζ(Tn) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
18
(32n3 + 39n2 + 63n+ 18); n ≡ 0 (mod 3),
1
18
(32n3 + 39n2 + 63n+ 22); n ≡ 1 (mod 3),
1
18
(32n3 + 39n2 + 63n+ 26); n ≡ 2 (mod 3).
Paralelogramski benzenoidi Qm,n. Paralelogramski benzenoidi Qm,n so benzenoidi,
ki imajo n vrst po m ²estkotnikov.
Slika 6. Paralelogramski benzenoid Q5,3.
Trditev 3.9. e je m ≥ 1 in n ≥ 1 potem velja
|V (Qm,n)| = (2m+ 1)(n+ 1), |E(Qm,n)| = 3mn+ 2m+ n.
Dokaz. Prvi del trditve sledi takoj iz pre²tevanja ²tevila vozli²£ grafa Qm,n, kjer
imamo na n+ 1 ordinatah po 2m+ 1 vozli²£.
tevilo povezav pa pre²tejemo na naslednji na£in: graf Qm,n vloºimo v ravnino
tako, da so vsi ²estkotniki v i-ti vrstici na isti ordinati. Tako smo dobili v n vrsticah
po m + 1 navpi£nih povezav. Sedaj pre²tejemo ²e povezave, ki so nagnjene, bodisi
v desno bodisi v levo. Teh je 2m v n + 1 vrsticah. Tako dobimo |E(Qm,n)| =
(m+ 1)n+ 2m(n+ 1) = 3mn+ 2m+ n. 
Vozli²£i, ki sta na sliki 6 ozna£eni z rde£o barvo, imenujemo izpostavljeni. Za
vsa vozli²£a paralelogramskih benzenoidov, razen za vozli²£a v zgornji ter spodnji
vrstici, velja, da so njihove ekscentri£nosti doseºene v izpostavljenem vozli²£u na
nasprotni polovici.
Izrek 3.10. Za paralelogramske benzenoide Qm,n in n ≥ 1 velja
(7) ξc(Qm,n) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
3m2(3n+ 2) +m(6n2 + 9n− 1)
+n3 + 6n2 − 10n+ 6; n ≡ 0 (mod 2),
3m2(3n+ 2) +m(6n2 + 9n− 1)
+n3 + 6n2 − 10n+ 5; n ≡ 1 (mod 2).
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Dokaz. (i) n+m ≡ 0 (mod 2). Izra£unajmo najprej prispevek notranjih vozli²£
ξ˜c(Qm,n) = 3
n−1∑
k=1
k (2m+ 2n− 2k − 2)
+ 3
m+n
2
−1∑
k=n
(n− 1) (2m+ 2n− 2k)
+ 3
n−1∑
k=1
k (2m+ 2n− 2k − 3)
+ 3
m+n
2
−2∑
k=n
(n− 1) (2n+ 2m− 2k − 1)
=
1
2
(n− 1) (9m2 + 6mn− 3m+ n2 − 20n− 6)
Izra£unajmo sedaj ²e prispevek zunanjih vozli²£ ξˆc(Qm,n):
ξˆc(Qm,n) =
1
2
(
15m2 + 18mn+ 27n2 − 24n− 4m) .
Oba prispevka se²tejemo, pomnoºimo z 2 ter dobimo iskano formulo.
(ii) n + m ≡ 1 (mod 2). Analogno kot v prvem primeru izra£unamo prispevek
notranjih ter zunanjih vozli²£, rezultata se²tejemo ter pomnoºimo z 2.
ξc(Qm,n) = 3m
2(3n+ 2) +m(6n2 + 9n− 1) + n3 + 6n2 − 10n+ 5.
Edina razlika se pojavi v konstantnem £lenu in je posledica prispevka ekscentri£-
nosti vozli²£ v spodnji vrstici. 
Posledica 3.11. Za paralelogramske benzenoide Qm,n in m,n ≥ 1 velja
ζ(Qm,n) = 3m
2 (n+ 1) +m
(
2n2 + 5n+ 1
)
+
1
3
(
n3 + 9n2 − 10n+ 6) .
Oglejmo si ²e poseben primer, ko je m = n.
Romboidni benzenoidi Rn. e pri paralelogramskih benzenoidih vzamemo m = n
dobimo romboidne benzenoide. Drug na£in konstrukcije romboidnih benzenoidov je,
da vzamemo dva trikotna benzenoida enake velikosti ter identiﬁciramo njuni bazni
vrstici.
Takoj lahko vidimo, da za romboidne benzenoide Rn velja |V (Rn)| = 2n(n + 2)
ter |E(Rn)| = 3n2 + 4n− 1.
Romboidni benzenoid Rn vloºimo v ravnino tako, da je vrstica identiﬁciranih ²est-
kotnikov postavljena horizontalno. Vozli²£i, ki sta najbolj oddaljeni od horizontalne
simetrijske osi imenujemo pola. Vidimo, da je ekscentri£nost polov enaka 4n − 1.
Vozli²£a stopnje 2 v identiﬁcirani vrstici ²estkotnikov pa imenujemo ekvatorialna
vozli²£a. Na sliki 7 sta pola ozna£ena z modro barvo, ekvatorialna vozli²£a pa z
rde£o.
Lema 3.12. Vsa vozli²£a, ki leºijo na isti vi²ini, imajo enako ekscentri£nost. e
ve£, vsa vozli²£a razen ekvatorialnih imajo ekscentri£nost enako svoji oddaljenosti
od nasprotnega pola.
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Slika 7. Romboidni benzenoid R4.
Lema 3.13. Ekvatorialna vozli²£a imajo ekscentri£nost enako 2n+1 ter jo doseºejo
na vozli²£ih stopnje 2, ki leºijo na nasprotni stranici nasprotnega trikotnika.
Posledica 3.14. Za romboidne benzenoide Rn in n ≥ 1 velja:
ξc(Rn) = 16n
3 + 21n2 − 11n+ 10.
Dokaz. Formula sledi takoj iz izreka (7), kjer vzamemo m = n. 
Posledica 3.15. Za romboidne benzenoide Rn in n ≥ 1 velja:
ζ(Rn) =
1
3
(
16n3 + 33n2 − 7n+ 12) .
estkotni benzenoidi Hn. Za konec poglejmo ²e ²estkotne benzenoide Hn, kjer para-
meter n podaja ²tevilo ²estkotnikov na eni stranici.
Slika 8. estkotni benzenoid H3.
Trditev 3.16. e je n ≥ 1, potem velja
|V (Hn)| = 6n2, |E(Hn)| = 3n(3n− 1).
Dokaz. Dokaz prve enakosti sledi takoj iz dejstva, da lahko ²estkotni benzenoid
razdelimo na ²est enakih delov ter, da vsak tak del vsebuje |V (H ′n)| = 1+ 3+ · · ·+
2n− 1 + 2n+ 1 = n2.
Pri dokazu drugega dela trditve postopamo takole: graf Hn vloºimo v ravnino,
tako, da so nekatere izmed povezav navpi£ne. Takih povezav je |E(H ′n)| = (n+1)+
(n+ 2) + · · ·+ (2n− 1) + 2n+ (2n− 1) + · · ·+ (n+ 1) = 3n2 − n.
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Na enak na£in pre²tejemo ²e povezave, ki so nagnjene v desno E(H ′′n) ter povezave,
ki so nagnjene v levo E(H ′′′n ) ter dobimo |E(H ′n)| = |E(H ′′n)| = |E(H ′′′n )|. Sledi
|E(Hn)| = 3(3n2 − n) = 3n(3n− 1). 
Izrek 3.17. Za ²estkotne benzenoide Hn in n ≥ 1 velja
ξc(Hn) = 3n
(
20n3 − 11n+ 3) .
Dokaz. Najprej opazimo, da lahko ²estkotne benzenoide s tremi simetralami razde-
limo na 6 enakih trikotnih delov. Najprej izra£unajmo prispevek zunanjih vozli²£ v
enem izmed ²estih delov. Vozli²£a stopnje 2 v bazni vrstici prispevajo 2n(4n − 1),
vozli²£a stopnje 3 pa 3(n − 1)(4n − 2). Izra£unajmo sedaj ²e prispevek notranjih
vozli²£:
ξ˜c(Hn) = 3
n−1∑
k=1
k (2n+ 2k − 1) + 3
n−2∑
k=1
k (2n+ 2k)
= 3
n−2∑
k=1
k ((2n+ 2k − 1) + (2n+ 2k)) + 4n2 − 7n+ 3
= 3
n−2∑
k=1
(
4nk + 4k2 − k)+ 12n2 − 21n+ 9
=
3
2
(4n− 1) (n− 2) (n− 1) + 2 (n− 2) (n− 1) (2n− 3) + 12n2 − 21n+ 9
=
1
2
(
20n3 − 27n2 + 43n− 12) .
Ko dodamo ²e prispevke vseh zunanjih vozli²£, rezultat pa pomnoºimo s 6, dobimo
iskano formulo. 
Posledica 3.18. Za ²estkotne benzenoide Hn in n ≥ 1 velja
ζ(Hn) = n(20n
2 − 3n+ 3).
4. Kartezi£ni produkt grafov
V osrednjem delu diplomske naloge se bomo ukvarjali s kartezi£nimi produkti
grafov. Zopet imamo kemijsko motivacijo. Kartezi£ni produkt grafov se namre£
pojavlja v molekulski strukturi razli£nih molekul. Za nas najbolj zanimiv primer je
graﬁt, ki je kartezi£ni produkt benzenoidnega grafa (grafena) ter poti Pk.
4.1. Osnovni pojmi ter deﬁnicije. Kartezi£ni produkt GH, grafov G in H je
deﬁniran kot graf, ki ima za mnoºico vozli²£
V (GH) = V (G)× V (H) = {(u, v); u ∈ V (G), v ∈ V (H)},
kot mnoºico povezav pa mnoºico vseh parov [(u, v), (u′, v′)], kjer je uu′ ∈ E(G) in
je v = v′, ali vv′ ∈ E(H) in je u = u′.
V [7, str. 4] lahko najdemo tudi alternativno, nekoliko intuitivnej²o deﬁnicijo:
GH = (G× V (H)) ∪ (V (G)×H) ,
kjer z G× V (H) ozna£imo graf, induciran z mnoºico vozli²£⋃
v∈V (H)
{V (G)× {v}}.
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Graf, induciran z mnoºico vozli²£ {V (G)×{v}}, si lahko predstavljamo, kot kopijo
grafa G. Imenujemo ga G-vlakno ter ozna£imo s Gv. Analogno, graf, induciran z
mnoºico vozli²£ {{u} × V (H)} = uH, imenujemo H-vlakno.
Deﬁnicija 4.1. V produktu GH je projekcija pG : V (GH)→ V (G):
pG ((u, v)) = u.
Analogno deﬁniramo projekcijo na graf H, pH : V (GH)→ V (H):
pH ((u, v)) = v.
Analogno deﬁniramo tudi kartezi£ni produkt ve£ grafov.
Deﬁnicija 4.2. Kartezi£ni produkt G = G1G2 · · · Gk je deﬁniran na k-
tericah (u1, . . . , uk), kjer je ui ∈ Gi za 1 ≤ i ≤ k. Vozli²£i (oziroma k-terici)
(u1, . . . , uk) in (u′1, . . . , u
′
k) sta sosednji, £e obstaja indeks j, da je uju
′
j ∈ E(Gj) ter
uj = u
′
j za vsak i ̸= j. k-terice (u1, . . . , uk) imenujemo koordinatni vektorji, njene
komponente u′i pa koordinate.
Kartezi£ni produkt G = G1G2 · · · Gk kraj²e zapi²emo kot:
G =  ki=1Gi.
Kartezi£ni produkt je asociativen in komutativen. Velja tudi, da je produkt G
povezan natanko tedaj, ko je povezan vsak izmed njegovih faktorjev Gi. Analo-
gno kot pri produktu dveh faktorjev lahko deﬁniramo projekcije na i-ti faktor kot
pGi : V (G)→ V (Gi) s predpisom: pGi((u1, . . . , uk)) = ui.
Lema 4.3. Kartezi£ni produkt GH je povezan natanko tedaj, ko sta povezana G
in H.
Dokaz. (⇒) Naj bo GH povezan. Dovolj je pokazati, da je povezan en izmed
grafov G ali H. Naj bosta u, g poljubni vozli²£i grafa G in v poljubno vozli²£e grafa
H. Tedaj po predpostavki obstaja pot P v GH od vozli²£a (u, v) do vozli²£a
(g, v). e sedaj projiciramo pot P na graf G, je projekcija pG(P ) vsebovana v G
ter vsebuje pot od u do v. Torej je G povezan. Analogno dokaºemo, da je tudi H
povezan.
(⇐) Naj bosta G in H povezana. elimo pokazati, da lahko najdemo pot med
poljubno izbranima vozli²£ema (u, v), (u′, v′) ∈ GH. Zaradi povezanosti G in H
obstajata pot P od u do u′ ter pot P ′ od v do v′. Za pot med vozli²£ema (u, v) in
(u′, v′) izberemo pot, inducirano z mnoºico vozli²£:
(V (P )× {v}) ∪ ({u′} × V (P ′)) . 
Vsi graﬁ, ki jih bomo ²tudirali, so povezani.
4.2. Metri£ne lastnosti. e znano metriko na graﬁh ºelimo razumeti tudi na pro-
duktih grafov.
Lema 4.4. Naj bosta G in H povezana grafa in naj bosta (u, v) ter (u′, v′) vozli²£i
grafa GH. Tedaj velja
dGH((u, v), (u
′, v′)) = dG(u, u′) + dH(v, v′).
Dokaz. Naj bo P najkraj²a (u, v)(u′, v′)-pot v grafu GH. Potem za poljubno pot
P ′ v grafu G H velja |E(P ′)| ≥ |E(pG(P ′))|+ |E(pH(P ′))|. Posledi£no velja
dGH((u, v), (u
′, v′)) ≥ dG(u, u′) + dH(v, v′).
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Naj bo sedaj R najkraj²a uu′-pot v grafu G in S najkraj²a vv′-pot v grafu H.
Velja |E(R)| = dG(u, u′) in |E(S)| = dH(v, v′). Konstruirajmo sedaj pot P , ki
je (u, v)(u′, v′)-pot v grafu GH in je inducirana z mnoºico vozli²£ (V (R)× {v})
∪ ({u′} × V (S)). Njena dolºina je enaka dG(u, u′) + dH(v, v′). Torej velja tudi
dGH((u, v), (u
′, v′)) ≤ dG(u, u′) + dH(v, v′).
Enakost res velja. 
Ker je kartezi£ni produkt asociativen, lahko lemo 4.4 posplo²imo na ve£ faktorjev.
Lema 4.5 (Lema o razdalji). Naj bo G =  ki=1Gi produkt povezanih grafov in naj
bosta u = (u1, . . . , uk) ter u′ = (u′1, . . . , u
′
k) vozli²£i grafa G. Tedaj velja
dG(u, u
′) =
k∑
i=1
dGi(ui, u
′
i).
Deﬁnicija 4.6. Naj bosta (X, dX) in (Y, dY ) metri£na prostora z metrikama dX ter
dY . Preslikava f : (X, dX)→ (Y, dY ) je izometrija, £e za vsaka x1, x2 ∈ X velja
dX(x1, x2) = dY (f(x1), f(x2)).
4.3. Kanoni£na metri£na vloºitev.
Predstavitev α. Deﬁnirajmo Djokovi¢-Winkler relacijo Θ na povezavah grafa G. Naj
bosta uv, u′v′ ∈ E(G). Tedaj sta uv ter u′v′ v relaciji Θ, £e velja:
d(u, u′) + d(v, v′) ̸= d(u, v′) + d(v, u′).
Relacija Θ je reﬂeksivna in simetri£na, ni pa tranzitivna. Protiprimer je ºe graf
K2,3.
Izometri£ni podgraf H je podgraf v G, za katerega velja, da je razdalja med
poljubnima vozli²£ema v H enaka kot v G.
Oglejmo si nekaj lastnosti relacije Θ, ki nam bodo v pomo£ pri ra£unanju.
Lema 4.7. Za graf G velja
(1) Sosednji povezavi v grafu G sta v relaciji Θ natanko tedaj, ko pripadata skupnemu
trikotniku.
(2) Naj bo P najkraj²a pot, med poljubnima vozli²£ema, v grafu G. Tedaj nobeni dve
izmed povezav v P nista v relaciji Θ.
(3) Naj bo C izometri£ni cikel v G. Tedaj sta f, f ′ ∈ E(C) v relaciji Θ, natanko
tedaj, ko sta f in f ′ antipodni. (e je C cikel lihe dolºine, sta povezavi e,
antipodni dve povezavi v C.)
Dokaz. (1) (⇒) Recimo, da sta f, f ′ ∈ E(G) v relaciji Θ. Naj bosta u in v kraji²£i
povezave f in u′ in v′ kraji²£i povezave f ′. Po predpostavki velja d(u, u′)+d(v, v′) ̸=
d(u, v′)+d(v, u′). Brez ²kode za splo²nost lahko identiﬁciramo kraji²£i v = u′. Sedaj
vstavimo znane razdalje v deﬁnicijo relacije Θ: 1 + 1 ̸= d(u, v′) + 0. Povezavi f ter
f ′ bosta v relaciji, natanko takrat, ko bo neenakost drºala. Vendar pa bo za moºne
vrednosti d(u, v′) ≥ 3 najkraj²a pot med u in v′ potekala preko vozli²£a v (torej
uvv′). Zato je edina moºna vrednost za razdaljo med u in v′ enaka d(u, v′) = 1. Iz
tega sledi, da povezave uv, vv′ in v′u tvorijo trikotnik.
(⇐) Naj sedaj povezavi f, f ′ ∈ E(G) pripadata istemu trikotniku. O£itno velja,
da je eno izmed kraji²£ skupno in zato velja 1 + 0 ̸= 1 + 1, kar pomeni fΘf ′.
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(2) Naj bo P najkraj²a pot, med poljubnima vozli²£ema, v G ter f in f ′ po-
ljubni povezavi na tej poti, katerima pripadata kraji²£i (u, v) ter (u′, v′). Recimo,
da za ti povezavi velja fΘf ′. Potem velja d(u, u′) + d(v, v′) ̸= d(u, v′) + d(v, u′).
Vendar pa po predpostavki najkraj²a pot med katerimakoli dvema vozli²£ema iz
mnoºice {u, v, u′, v′} poteka po poti P . Zato zgornja neenakost ne drºi (v resnici
velja d(u, u′) + d(v, v′) = d(u, v′) + d(v, u′)). Ker sta bili povezavi f in f ′ poljubni,
je trditev dokazana.
(3) (⇐) Naj bo C cikel dolºine k. Naj bo k lih in naj bosta f = uv povezava v
ciklu ter in f ′ = u′v′ ena izmed njej antipodnih povezav. (razdalja med f in f ′, v
ciklu C, je najve£ja moºna). Ra£unamo⌊
k
2
⌋
+
⌊
k
2
⌋
− 1 ̸=
⌊
k
2
⌋
+
⌊
k
2
⌋
.
Torej sta f in f ′ v relaciji Θ. Analogno dokaºemo tudi za drugo, povezavi f , anti-
podno povezavo. Dokaz v primeru, ko je k sod je podoben.
(⇒) Naj bosta sedaj f in f ′ v relaciji Θ. Torej za njuna kraji²£a velja d(u, u′) +
d(v, v′) ̸= d(u, v′) + d(v, u′). Recimo, da f in f ′ nista antipodni. Brez ²kode za
splo²nost predpostavimo, da sta najbolj oddaljeni kraji²£i povezav f in f ′, u in u′.
Ker f in f ′ nista antipodni, najajkraj²a uu′-pot vsebuje tudi povezavi f in f ′, kar
pa nas po prej²nji to£ki leme pripelje v protislovje. 
Ozna£imo s Θ∗ tranzitivno ovojnico relacije Θ. e relacijo uporabimo na mnoºici
povezav grafa G, potem ta razpade na ekvivalen£ne razrede, ki jih imenujemo Θ∗-
razredi.
Naj bo sedaj G povezan graf in naj bodo F1, . . . , Fr njegovi Θ∗-razredi. Za vsak
i ∈ {1, . . . , r} deﬁniramo njegov kvocientni graf G/Fi kot:
• vozli²£a kvocientnega grafa G/Fi so povezane komponente grafa G− Fi,
• vozli²£i H in H ′ pa sta sosednji, £e obstaja vozli²£e y ∈ V (H) in y′ ∈ V (H ′),
da je yy′ ∈ E(Fi).
Deﬁnirajmo preslikavo
(8)
α : V (G)→ V ( ri=1G/Fi)
α(u) = (α1(u), . . . , αr(u)),
kjer je αi(u) povezana komponenta G−Fi, ki vsebuje u. Ozna£imo ²e G∗i := G/Fi
za vsak i.
Dokaºimo nekaj lastnosti presliakve α.
Lema 4.8. Naj bo G povezan graf, Fi eden izmed njegovih Θ∗-razredov in u, v ∈
V (G). e je P najkraj²a uv-pot ter je P ′ poljubna uv-pot, potem velja |E(P ′) ∩
E(Fi)| ≥ |E(P ) ∩ E(Fi)|.
Dokaz. Ozna£imo dolºino poti P s k, dolºino poti P ′ s k′ in dolºino |E(P ) ∩E(Fi)|
s pi. Ozna£imo ²e vsa vozli²£a na poti P s x0, x1, . . . , xk ter identiﬁciramo u = x0
in v = xk. Za vsak j, 1 ≤ j ≤ k deﬁniramo funkcijo aj : V (G) → Z s predpisom
aj(w) = dG(w, xj) − dG(w, xj−1). Deﬁnirano ²e b(w) =
∑k
j=1 aj(w). Ozna£imo z r
²tevilo Θ∗-razredov ter za i, kjer je 1 ≤ i ≤ r deﬁniramo mnoºico
bi(w) :=
k∑
j=1
{aj(w);xj−1xj ∈ E(Fi)}.
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Slika 9. Primer predstavitve α grafa G.
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Slika 10. Primer kanoni£ne metri£ne vloºitve grafa G v K3K2K3.
Tedaj velja:
b(w) :=
r∑
i=1
bi(w) = dG(w, xk)− dG(w, x0).
Za poljubno povezavo ww′ ∈ E(G) velja |dG(w, x0)−dG(w′, x0)| ≤ 1 in |dG(w, xk)−
dG(w
′, xk)| ≤ 1. Iz tega sledi |b(w)− b(w′)| ≤ 2.
Vzemimo sedaj poljubno povezavo ww′ ∈ E(G) ter povezavo xj−1xj ̸∈ E(Fi). Po-
tem po deﬁniciji relacije Θ velja dG(w, xj−1)+dG(w′, xj) = dG(w, xj)+dG(w′, xj−1).
Prav tako velja tudi aj(w) = aj(w′). Iz tega sledi zveza bm(w) = bm(w′) za vse
i ̸= m. Ker smo pokazali, da velja |b(w)− b(w′)| ≤ 2, velja tudi |bi(w)− bi(w′)| ≤ 2.
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Za vsak j, kjer je 0 ≤ j ≤ k, velja dG(x0, xj) = j in dG(xj, xk) = k − j, zato za
vse j, kjer je 1 ≤ j ≤ k, velja aj(x0) = 1 in aj(xk) = −1. Torej za vsak i, kjer je
1 ≤ i ≤ r, velja bi(x0) = pi ter bi(xk) = −pi.
Poglejmo sedaj poljubno pot P ′. e za£nemo pri vozli²£u x0 ter sledimo P ′ do
xk, se mora vrednost bi spremeniti iz pi v −pi. Najprej opazimo, da se pri prehodu
£ez povezavo f ∈ P ′, vrednost bi spremeni najve£ za 2. Dodatno se vrednost bi ne
more spremeniti, £e f ̸∈ Fi. Zato velja |E(P ′) ∩ E(Fi)| ≥ 12 |pi − (−pi)| = pi. 
Izrek 4.9. Naj bo G povezan graf in α preslikava, deﬁnirana v (8). Potem je α
izometrija.
Dokaz. Naj bosta u in v vozli²£i grafa G in naj velja dG(u, v) = k. Naj bo P
najkraj²a uv-pot. Za vsak i, kjer je 1 ≤ i ≤ r, ozna£imo ²e pi = |E(P ) ∩ E(Fi)|.
Potem velja
∑r
i=1 pi = k.
Po lemi 4.8 velja |E(P ′) ∩ E(Fi)| ≥ |E(P ) ∩ E(Fi)| za vsako drugo uv-pot P ′.
Za dokaz izreka zado²£a dokazati ²e, da je razdalja med α(u) in α(v) v grafu
 ri=1G∗i enaka k. Za i, 1 ≤ i ≤ r, velja, da je v grafu  ri=1G∗i razdalja med
povezanima komponentama C(u) in C(v) enaka minimumu izraza |E(P ′) ∩ E(Fi)|,
po vseh poteh P ′ med vozli²£ema u ter v v grafu G. Po lemi 4.8 je ta razdalja res
enaka pi in zato velja
d ri=1G∗i (α(u), α(v)) =
r∑
i=1
dG∗i (αi(u), αi(v)) =
r∑
i=1
pi = k. 
Izometri£na dimenzija grafa G je ²tevilo faktorjev G∗i v izometri£ni vloºitvi grafa
G. Ozna£imo r = dim(G).
Na² naslednji cilj je pokazati, da je vloºitev α med vsemi vloºitvami posebna.
Kaj mislimo s tem, pove izrek 4.12. Iz tega bo sledilo, da lahko poljuben graf vloºimo
v hiperkocko, £e in samo, £e so vsi kvocientni graﬁ G∗i v vloºitvi α enaki K2.
Za dokaz tega izreka najprej dokaºimo dve pomoºni lemi.
Lema 4.10. Naj bo f = uv povezava grafa G in naj bo S uv-sprehod, ki ne vsebuje
f . Tedaj obstaja povezava f ′ ∈ E(S), za katero velja fΘf ′.
Dokaz. Naj bo S = u0, u1, . . . , uk sprehod v grafu G in naj velja u0 = u ter uk = v.
Naj bo
(9) d =
k∑
i=1
[d(u, ui−1)− d(u, ui) + d(v, ui)− d(v, ui−1)] .
e pora£unamo desno stran ena£be dobimo d = d(u, u0) − d(u, uk) + d(v, uk) −
d(v, u0). Ker sta d(u, u0) = d(v, uk) = 0 sledi, da je d = −2. Torej je vsaj en izmed
£lenov v vsoti (9) neni£eln. Torej obstaja f ′ = ui−1ui, tako, da je fΘf ′. 
Lema 4.11. Naj bosta f in f ′ povezavi v kartezi£nem produktu grafov in naj velja
fΘf ′. Tedaj se kon£na vozli²£a f in f ′ razlikujejo v isti koordinati.
Dokaz. Ozna£imo f = uv in f ′ = u′v′ ter predpostavimo, da se vsaj eno izmed
vozli²£ u, v, u′, v′ razlikuje od ostalih v ve£ kot eni koordinati. Brez ²kode za splo²nost
lahko privzamemo, da se vsa vozli²£a razlikujejo v j-ti koordinati, hkrati pa se v′
od ostalih razlikuje ²e v i-ti koordinati. Trdimo, da potem f in f ′ nista v relaciji Θ.
Konstruirajmo sedaj pot P , ki je uv′ pot in vsebuje tudi vozli²£i v in u′. Iz deﬁnicije
kartezi£nega produkta sledi, da leºijo vozli²£a u, v, u′ v istem vlaknu, zato tudi pot
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P poteka po tem vlaknu, zadnje vozli²£e pa leºi v drugem vlaknu. O£itno je pot P
tudi najkraj²a uv′-pot. Po to£ki (2) leme 4.7 pa sledi, da nobeni dve izmed povezav
na poti P ne moreta biti v relaciji Θ. Torej se vsa ²tiri kon£na vozli²£a razlikujejo
le v j-ti koordinati. 
Izrek 4.12. V kanoni£ni metri£ni vloºitvi α : V (G)→ V ( ri=1G∗i ) ima vsak faktor
G∗i vsaj dve vozli²£i ter vsako izmed vozli²£ G
∗
i nastopa kot koordinata α(u) za nek
u ∈ V (G). Hkrati ima najve£je moºno ²tevilo faktorjev med vsemi izometri£nimi
vloºitvami, vsi faktorji G∗i pa so najmanj²i moºni.
Dokaz. Naj bo α : V (G)→ V ( ri=1G∗i ) kanoni£na vloºitev za G. Po lemi 4.10 ima
G−Fi vsaj dve povezani komponenti, zato ima vsak G/Fi vsaj dve vozli²£i. Ker so
preslikave koordinat αi surjektivne po deﬁniciji, ima vloºitev α res najmanj²e moºne
faktorje.
Recimo sedaj, da je β : V (G) → V (H) poljubna izometri£na vloºitev, kjer smo
ozna£ili H =  qi=1Hi. Ker je β(G) izometri£en po lemi 4.11 sledi, da nobeni dve
izmed povezavi grafa β(G), ki leºita v razli£nih vlaknih, nista v relaciji Θ. Torej
ima α vsaj toliko faktorjev kot β. Sledi, da bo α imela q faktorjev, £e in samo, £e
bodo za vsako koordinato i, vse povezave v H, ki se razlikujejo v koordinati i, v
istem Θ∗-razredu. Vendar to pomeni, da je α = β. 
Posledica 4.13. Vsak benzenoidni graf lahko vloºimo v hiperkocko.
Slika 11. Benzenoidni graf Q2,1 in njegovi Θ∗-razredi.
4.4. Indeks ekscentri£nost-stopnja v produktih grafov. Osrednji problem za-
dnjega poglavja bo izpeljava eksplicitne formule za kartezi£ni produkt grafov. Pro-
blem ima naravno motivacijo, saj poznamo ve£ vrst molekul, ki imajo obliko karte-
zi£nega produkta poti Pk z dolo£enim grafom npr. kristali, kovinske kletke,... Nas
pa zanimajo predvsem molekule graﬁta, ki so produkt benzenoidnega grafa s potjo
Pk.
Opomba 4.14. Osnovni sloj v graﬁtu ni enoli£no dolo£en. Zavzame lahko obliko
razli£nih benzenoidnih grafov.
Najprej si oglejmo nekaj formul, ki nam bodo v pomo£ pri ra£unanju.
Lema 4.15. Za povezana grafa G in H velja:
(i) degGH(u, v) = degG(u) + degH(v),
(ii) eccGH(u, v) = eccG(u) + eccH(v).
Dokaz. (i) Formula velja po deﬁniciji kartezi£nega produkta.
(ii) Naj bo (u, v) vozli²£e grafa GH. Tedaj obstajata vozli²£i u′ ∈ V (G) ter
v′ ∈ V (H), za kateri velja eccG(u) = dG(u, u′) in eccH(v) = dG(v, v′). Naj bo sedaj
(w, z) poljubno vozli²£e grafa GH. Potem velja
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Slika 12. Vloºitev grafa Q2,1 v hiperkocko H5.
dGH((u, v), (w, z)) = dG(u,w) + dH(v, z)
≤ dG(u, u′) + dH(v, v′)
= eccG(u) + eccH(v).
Torej je ekscentri£nost vozli²£a (u, v) ∈ V (GH) kve£jemu manj²a ali enaka
vsoti ekscentri£nosti projekcij na v in u. Ker sta bili vozli²£i poljubni, je v primeru
izbire (w, z) = (u′, v′) doseºena enakost. 
Lema 4.16. Naj bosta G in H povezana grafa. Potem velja:
ζ(GH) = |V (H)|ζ(G) + |V (G)|ζ(H).
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Slika 13. Graf molekule grafena Q3,2P3.
Dokaz. Iz deﬁnicije invariante ζ ter leme 4.15 sledi
ζ(GH) =
∑
(u,v)∈V (GH)
eccGH(u, v)
=
∑
(u,v)∈V (GH)
(eccG(u) + eccH(v))
= |V (H)|
∑
u∈V (G)
eccG(u) + |V (G)|
∑
v∈V (H)
eccH(v)
= |V (H)|ζ(G) + |V (G)|ζ(H). 
Sedaj imamo na voljo vsa sredstva za dokaz eksplicitne formule indeksa
ekscentri£nost-stopnja v kartezi£nem produktu grafov.
Izrek 4.17. Naj bosta G in H povezana grafa. Potem velja:
ξc(GH) = |V (H)|ξc(G) + 2|E(G)|ζ(H) + 2|E(H)|ζ(G) + |V (G)|ξc(H).
Dokaz. Ra£unamo:
ξc(GH) =
∑
(u,v)∈V (GH)
degGH(u, v)eccGH(u, v)
=
∑
(u,v)∈V (GH)
(degG(u) + degH(v)) (eccG(u) + eccH(v))
=
∑
v∈V (H)
∑
u∈V (G)
degG(u)eccG(u) +
∑
u∈V (G)
∑
v∈V (H)
degH(v)eccH(v)
+
∑
u∈V (G)
∑
v∈V (H)
degG(u)eccH(v) +
∑
v∈V (H)
∑
u∈V (G)
degH(v)eccG(u)
=
∑
u∈V (G)
ξc(H) +
∑
u∈V (G)
degG(u)
∑
v∈V (H)
eccH(v)
+
∑
v∈V (H)
ξc(G) +
∑
v∈V (H)
degH(v)
∑
u∈V (G)
eccG(u)
= |V (H)|ξc(G) + 2|E(G)|ζ(H) + 2|E(H)|ζ(G) + |V (G)|ξc(H). 
5. Uporaba
Molekularne invariante, porojene iz ekscentri£nosti vozli²£ so se izkazale kot u£in-
kovito orodje pri napovedovanju biolo²ke in kemijske aktivnosti molekul.
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V [8, str. 121122] lahko najdemo speciﬁ£en seznam snovi ter njihovih lastno-
sti, za katere se uporablja napovedovanje biolo²kih in kemijskih lastnosti s pomo-
£jo molekularnih invariant. V zadnjem obdobju je ena izmed popularnej²ih indeks
ekscentri£nost-stopnja, uporabljajo pa se tudi ostale. Ujemanje kemijskih lastnosti
z napovedanimi je v obravnavanih primerih med 80% ter 90%, v nekaterih pa tudi
nad 90%.
Indeks ekscentri£nost-stopnja, se je izkazal kot smiseln pri raziskovanju:
• analgeti£nih aktivnosti spojin,
• odvajalnih aktivnosti spojin,
• protivnetnih aktivnosti spojin,
• protiHIV aktivnost zdravil,
• protiepilepti£nih lastnosti zdravil,
• vezanja dopamina na receptorje,
• aktivnosti razli£nih encimov.
6. Zaklju£ek
Molekularne invariante ter razvoj ra£unalnikov so nam v zadnjih letih odprli
nove moºnosti za povezovanje razli£nih podro£ij raziskovanja. Matematiki so raz-
vili orodja, ki jih lahko raziskovalci na svojem podro£ju s pridom uporabljajo, za
u£inkovitej²e raziskovanje. Hkrati pa se ºelimo drºati ideje uporabe molekularnih
invariant: Na voljo ºelimo imeti £im ve£ molekularnih invariant, vendar pa jih
ºelimo vklju£iti £im manj v opis na²ega kon£nega modela. [4]
Slovar strokovnih izrazov
graph invariant grafovska invarianta  lastnost, ki je enaka za vse izomorfne grafe
eccentricity ekscentri£nost  grafovska invarianta, ki meri razpotegnjenost grafa
eccentric connectivity index indeks ekscentri£nost-stopnja
benzenoid graph benzenoidni graf
exposed vertex izpostavljeno vozli²£e  vozli²£e, za katerega obstaja tako vozli²£e,
da je razdalja med njima v grafu maksimalna
cartesian graph product kartezi£ni produkt grafov
isometry izometrija  preslikava, ki ohranja razdalje
transitive closure tranzitivna ovojnica relacije
equivalence relation ekvivalen£na relacija  relacija, ki je reﬂeksivna, simetri£na
in tranzitivna
antipodal edges antipodni povezavi  povezavi cikla, med katerima je razdalja
maksimalna
embedding vloºitev
isometric dimension izometri£na dimenzija grafa  ²tevilo faktorjev v izometri£ni
vloºitvi grafa
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